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ПОБУДОВА І ДОСЛІДЖЕННЯ ЧИСЛОВИХ РЯДІВ З ВИКОРИСТАННЯМ 

ЗАДАНОЇ ГЕОМЕТРИЧНОЇ МОДЕЛІ ТА КОМБІНАЦІЇ РЯДІВ  
 

 
  

   І  
 

    
 
    

 

Метою дослідження є одержання і опрацювання числових рядів за допомогою 

заданої геометричної моделі і комбінації рядів. Об’єкт дослідження – числові ряди. 

Предмет дослідження – використовуючи геометричну модель, скласти загальні члени 

числових рядів та провести дослідження на збіжність отриманих рядів. 

Використавши такі методи, як аналіз наукової літератури, синтез та 

узагальнення власних напрацювань, була досягнута мета дослідження. 

Результати дослідження: на основі заданої геометричної моделі одержано і 

досліджено на збіжність числові ряди з декількома геометричними інтерпретаціями 

членів цих рядів. З’ясовано, що геометричне моделювання членів гармонійного ряду і 

ряду геометричної прогресії надає можливості формулювати задачі по створенню і 

дослідженню нових числових рядів, добирати порівнювані числові ряди, з’ясовувати їх 

характерні, непомітні при використання традиційних «сігма-моделей» рядів, 

закономірності поведінки членів ряду і процесу їх збіжності чи розбіжності. 

Продемонстровані можливі алгоритми геометричного моделювання членів 

рядів за умовами використання комбінації заданих рядів. Встановлено, що 

геометричне моделювання числових рядів дає можливість реалізації зв’язків між 

шкільним курсом математики та математичним аналізом, аналітичною геометрією і 

алгеброю. Таким чином з’являється можливість створювати задачі для учнів ліцеїв, 

які можна пропонувати для проведення шкільних олімпіад і факультативів. В 

подальшому планується створення збірника на основі комбінації декількох 

геометричних моделей та певної кількості числових рядів, з метою його представлення 

на факультативних заняттях з математики, на різних етапах математичної 

олімпіади, яка призначена здебільшого для учнів ліцеїв, а також можливе 

використання цього збірника студентами різних вищих навчальних закладів під час 

проходження навчальних курсів «Вищої математики» та «Математичного аналізу».  

Ключові слова: числовий ряд; геометрична інтерпретація; геометрична 

модель; геометричне моделювання; збіжність числового ряду; математичний аналіз; 

задача; збірник. 

 

Постановка проблеми. Досить часто на початковому етапі вивчення числових 

рядів, як у учнів ліцеїв при підготовці до олімпіад, так і у здобувачів вищої освіти при 

опрацюванні розділу «Числові ряди» виникають багато питань щодо їх представлення, 



знаходження загальних членів рядів та доведення на збіжність цих рядів. Для того, щоб 

це уникнути, варто розпочати вивчення числових рядів із представлення геометричної 

інтерпретації членів рядів, що дасть змогу глибше зрозуміти суть таких понять, як 

числовий ряд, загальний член ряду та збіжність числового ряду. 

Також варто зазначити, що на сьогоднішній день спостерігається дуже мала 

низка навчальних матеріалів, а саме задач з використанням геометричних інтерпретацій 

та геометричних моделей, тому важливо буде представити певну кількість задач яка 

може бути використана, як під час підготовки до олімпіад учнями ліцеїв, так і 

здобувачами вищої освіти при проходженні розділу «Числові ряди». Можливо навіть 

буде доцільним дати змогу учням самим розробити невеликі геометричні моделі для 

дослідження числових рядів і тим самим розвивати їх дослідницькі здібності. 

Аналіз актуальних досліджень. Присвячено ряд публікацій щодо 

геометричного моделювання числових рядів, їх одержання та дослідження на збіжність, 

а саме роботи K. Deadman [1]; Y. Mykhailova [2]; S. Lucas, A. Nimbran [3]; A. Plaza [4]; 

W. Roseveare [5]; W. Ruckle [6], В. Д. Бобирь [7; 14]; В. В. Корольського [2; 8; 9; 10; 11; 

12]; С. С. Габ [10]; А. І. Римар [11, 13]; С. В. Шокалюк, Ю. А. Мельниченко [12]; 

А. М. Христюк [7; 14]. 

Мета статті. Представити певну сукупність задач по створенню числових рядів 

з візуалізацією їх членів шляхом використання геометричної інтерпретації та дослідити 

одержані ряди на збіжність. 

Виклад основного матеріалу. На основі заданої геометричної моделі, яка 

зображена на рис. 1 одержано і досліджено на збіжність числові ряди з декількома 

геометричними інтерпретаціями членів цих рядів, які подані нижче. 



 
Рис. 1. Геометрична модель, побудована в квадраті зі стороною a=1 в системі 

координат OXY. Квадрат має вершини в т. т. (0;0), (1;0), (1;1), (0;1) 

 

Розглянемо декілька задач точкової геометричної інтерпретації. 

Задача 1. Знайти ряди:    
 
   ,    

 
   , де (  ,   ) – координати послідовності т. 

т.   . 

З рис. 1 видно, що координати послідовності т. т.    симетричні   , тому 
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Ряд виду (1,*) дослідимо на збіжність.  

Необхідна умова виконується:    
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Використаємо граничну ознаку порівняння, за допомогою наступних рядів: 
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    . Ряд виду     є гармонійним і він є розбіжним. 

Розглянемо наступну границю:    
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Отже, оскільки ряд виду     є розбіжним, то і ряд    
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розбіжним. 



Ряд виду (1,**) дослідимо на збіжність. Необхідна умова не виконується: 
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 (**) розбіжний. 

Задача 2. Записати ряди:    
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З рисунку видно, що координати послідовності т. т.       
  такі: 
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Ряд виду (2) дослідимо на збіжність. Необхідна умова виконується:    
   

 

    

  
 

 
   0. Використаємо радикальну ознаку Коші:    
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 збіжний. 

Знайдемо суму цього ряду за допомогою формули суми геометричної прогресії. 

   
   

       
    

    

   
     

   

 
     

 
  

 

   

 
   

    
   

 
     

 
      

  
 
 

  

    
   

    
 

 
         

   
   

 

  
    

Отже, сума ряду  
 

  

 

   
 дорівнює 1. 

Нижче розглянемо задачі лінійної геометричної інтерпретації. 

Задача 3. Знайти ряд:         
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Отже,         
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Ряд виду (3) дослідимо на збіжність. Необхідна умова виконується: 

   
   

 

          
  

 

 
   . Використаємо ознаку порівняння: порівняємо 

ряди 
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    . Оскільки 2 > 1, то ряд виду     збігається. 

При порівнянні отримали, що 
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Отже, ряд  
 

          

 

   
 теж є збіжним. 

Знайдемо суму цього ряда, для цього розкладемо загальний член ряда на суму 

двох дробів методом невизначених коефіцієнтів. 
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Отже, ряд  
 

          

 

   
 збіжний до суми   

 

 
 

Доцільно відмітити, що розв’язання окремих задач можна здійснювати різними 

способами, принаймні задачі на квадратурну геометричну інтерпретацію розв’язуються 

трьома різними способами, тому можна у якості додаткових завдань для студентів і 

учнів пропонувати знаходження різних способів розв’язання тієї чи іншої задачі.  

Задача квадратурної геометричної інтерпретації представлено нижче. 

Задача 4. Знайти ряд:       
   

 

   
 

Ⅰ спосіб: Використаємо шкільні формули для знаходження      
   

. В даному 

випадку: 
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Ряд виду (5) дослідимо на збіжність. Необхідна умова виконується:    
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Знайдемо суму цього ряду за допомогою формули суми геометричної прогресії. 
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Отже, сума ряду  
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Ⅱ спосіб: Використаємо формулу з аналітичної геометрії через відомі 

координати вершин трикутника. 

   
 

 
                                

     
   

 
 

 
   

 

  
      

 

  
  

 

  
   

 

     
 



Отже,       
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Ⅲ спосіб: Використаємо формулу для обчислення площі за допомогою 

визначеного інтеграла: 
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Було представлено різні способи розв’язання однієї задачі, скориставшись якими 

ми прийшли до одного і того самого загального члена ряду. 

Далі розглянемо задачу кубатурної геометричної інтерпретації. 

Задача 5. Знайти ряд:    
 
   , де    – об’єми тіл обертання прямих             

навколо осі ОХ. 

Використаємо наступну формулу:  
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Знайдемо підінтегральну функцію, тобто рівняння послідовності прямих, на 

яких розташовані точки  ,   .  
 

 
 

 
 

 
   

 

Спрощуючи даний вираз, отримаємо: 
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Отже,    
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 (6), де    – об’єми тіл обертання прямих             

навколо осі ОХ. 

Ряд виду (6) дослідимо на збіжність. Необхідна умова виконується:  
 

 
    

   

 

      
  

 

 
     0. 



Використаємо ознаку порівняння: порівняємо ряди  
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    . Оскільки 2 > 1, то ряд виду     збігається. При порівнянні 

отримали, що 
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Отже, ряд 
 

 
  

 

      

 

   
 теж є збіжним 

Перелік таких задач можна продовжувати. Взагалі, за допомогою повної 

розробленої нами моделі, яка включає декілька фрагментів, сформульована і розв’язана 

наступна кількість задач з різною геометричною інтерпретацією: 17 рядів з точковою 

інтерпретацією; 31 ряд – з лінійною; 38 рядів – з квадратурною; 11 рядів – з 

кубатурною. В подальшому ми будемо продовжувати пошук геометричних моделей, за 

допомогою яких будуть одержані певні збірки задач для використання учнями ліцеїв та 

при вивченні числових рядів студентами вищих навчальних закладів. 

Висновки та перспективи подальших наукових розвідок. На основі 

геометричної моделі, яка побудована в квадраті зі стороною a=1 було отримано чимало 

числових рядів та проведено дослідження на їх збіжність. Продемонстровані можливі 

алгоритми геометричного моделювання членів рядів за умовами використання 

комбінації гармонійного ряду і ряду геометричної прогресії.  

В подальшому планується створення збірника на основі комбінації декількох 

геометричних моделей та певної кількості числових рядів, з метою його представлення 

на факультативних заняттях з математики, на різних етапах математичної олімпіади, 

яка призначена здебільшого для учнів ліцеїв, а також можливе використання цього 

збірника студентами різних вищих навчальних закладів під час проходження 

навчальних курсів «Вищої математики» та «Математичного аналізу».  
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Summary. The purpose of the study is to obtain and process numerical series using a 

given geometric model and a combination of series. The object of research is numerical 

series. The subject of the study is to use the geometric model to compose the general terms of 

numerical series and to conduct a study on the convergence of the resulting series. 

Using such methods as analysis of scientific literature, synthesis and generalization of 

own developments, the research goal was achieved. 

The results of the study: based on a given geometric model, numerical series with 

several geometric interpretations of the terms of these series were obtained and studied for 

convergence. It was found that the geometric modeling of the members of the harmonic series 

and the geometric progression series makes it possible to formulate tasks for the creation and 

study of new numerical series, to select comparable numerical series, to find out their 

characteristic features, which are invisible when using traditional "sigma models" of series, 

the regularities of the behavior of the series members and the process of their convergence or 

divergence. 

Possible algorithms for geometric modeling of series terms are demonstrated in terms 

of using a combination of given series. It is established that the geometric modeling of 

numerical series makes it possible to realize the links between the school mathematics course 

and mathematical analysis, analytical geometry and algebra. Thus, it becomes possible to 

create problems for lyceum students that can be offered for school competitions and electives. 

In the future, it is planned to create a collection based on a combination of several geometric 

models and a certain number of number series, in order to present it at optional mathematics 

classes, at different stages of the mathematical Olympiad, which is intended mainly for 

lyceum students, as well as the possible use of this collection by students of various higher 

education institutions during the courses of "Higher Mathematics" and "Mathematical 

Analysis".  

Key words: numerical series; geometric interpretation; geometric model; geometric 

modeling; convergence of a numerical series; mathematical analysis; problem; collection. 


